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Resumen. El uso deladiferencial enlaensefianzadelafisicaenel Ultimo afio debachilleratoy cursosuniversitariosestan frecuente
como poco comprendido. Paraidentificar el origen de esasituacion y disefiar propuestas para superarla, se harealizado un estudio
histérico y epistemol égico destinado a clarificar el significado y el papel que juegaladiferencial delafisica. Como resultado, se
describen las aportaciones e insuficiencias de dos concepciones historicas (Leibniz y Cauchy), y se presenta con detalle una
propuestaalternati vabasadaen laconcepcidn del matemaético francésFréchet, formuladaaprincipiosdel sigloxx. Como conclusion
de este estudio, se enumeran un conjunto de indicadores de o que seria una adecuada comprensién del concepto de diferencial en
las clases de fisica.
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Summary. Despite its frequent use, there is little understanding of the concept of differential among upper high school and
undergraduate students of Physics. Asafirst step to identify the origin of thissituation and to design proposalsto revert it, we have
done ahistoric and epistemol ogic study aimed at clarifying the role and the meaning of the differential in Physics. We describethe
contributions of Leibniz and Cauchy, and stress their shortcomings, which are overcome by the alternative definition proposed by
the French mathematician Fréchet, dating from early XX century. As a result of this study, we conclude by outlining a set of
indicators of what would be a proper understanding of the concept of differential in Physics education.
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INTRODUCCIONY PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

El cdlculo diferencial se empiezaautilizar en lostextos
y clasesdefisicaen el Ultimo afio de bachillerato, y en el
nivel universitario esta presente en el desarrollo de la
practicatotalidad delostopicosdefisica. Esto esreflejo,
sin duda, de la necesidad del calculo para estudiar
situaciones fisicas minimamente compl gjas, més cerca-
nasalarealidad quelastratadas en | os cursos elementa-
les: la historia de la ciencia muestra como lainvencién
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del célculo diferencial supuso un salto cualitativo en el
tipoy complejidad de problemasque pudieron abordarse
desde entonces (Aleksandrov et al., 1956; Edwards,
1937; Kline, 1972).

En contraste con esta importancia, las conclusiones de

distintos trabaj os, realizados generalmente en el ambito
de la ensefianza de las mateméticas, han puesto de
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manifiesto la existencia de serias deficiencias entre
estudiantes, eincluso entreprofesores, enrelacion conla
comprension de las ideas fundamentales del célculo
(Azcérate, 1990; Breitenberger, 1992; Ferrini-Mundy y
Gaudard, 1992; Ferrini-Mundy y Geuther, 1991, Orton,
19834, 1983b) y, méas concretamente, en relacion con el
concepto de diferencial (Alibert et al., 1987; Artiguey
Viennot, 1987). Por nuestraparte, hemos comprobado el
baj o porcentajedeestudiantesdefisicade COU y prime-
ros cursos de carreras cientifico-técnicas que usan el
calculo diferencial en lafisica sabiendo por quéy para
qué hacen lo que hacen. Las deficiencias se extienden
también aprofesores defisicay quimicadebachillerato,
incluso cuando se enfrentan con ejemplos de este nivel
(Martinez Torregrosa y LOpez-Gay, 1992, 1997a;
L6épez-Gay et a., 2001a), provocando una impotencia
reconocida por |os propios docentes: de 103 profesores
de bachillerato, participantes en cursos de formacion en
activo, encuestados mediante escalas de Likert, el 88%
admite que «los propios profesores no dominan con
seguridad suficiente el calculo diferencial ante situacio-
nes nuevas», y solo un 22% se declara seguro de sus
conocimientos sobre cuando y por qué usar el célculo
diferencial en fisica

Esta baja comprension puede estar afectando notable-
mente a las expectativas y las actitudes. L os profesores
tienen bajasexpectativas de que susalumnosdefisicade
COU comprendan el uso del calculo diferencial en la
fisicay, por su parte, un 65 % delosaumnosde COU (N
=108), un 77% delos alumnos de fisica de primer curso
de carreras cientifico-técnicas (N = 116) y un 64% de 2°
curso (N =63) admiten que «el profesor utilizael calculo
diferencial porque 1o necesita para el desarrollo del
tema, pero él no esperaque nosotros|o entendamos». En
estas condiciones, resulta l6gico que el uso del calculo
diferencial, en lugar de constituir una ayuda para avan-
zar en la comprension fisica, sea percibido por los
estudiantes como un obstaculo y unafuente de rechazo
hacia la fisica, generador de inseguridad y ansiedad
(Aghadiuno, 1992; Lavaly, 1990; Martin y Coleman,
1994; Monk, 1994).

Distintos trabaj os coinciden en sefialar que las deficien-
cias y dificultades encontradas en el uso del célculo
diferencial tienen su origen, principalmente, en una
ensefianza inadecuada, caracterizada por un enfoque
meramente algoritmico (Artiguey Viennot, 1987; Ferri-
ni-Mundy y Gaudard, 1992; Ferrini-Mundy y Geuther,
1991; Lopez, 1991; Nagy et a., 1991; Orton, 1983ay
1983b; Schneider, 1991; Thompson, 1994; Thompson y
Thompson, 1994). A veces se justifica dicho enfoque
algoritmico como un primer paso, adecuado para la
iniciacion. Sin embargo, algunos autores advierten que
el adiestramiento intensivo en técnicas no favorece
—antes bien, obstaculiza— la posterior comprensién con-
ceptual (Ferrini-Mundy y Gaudard, 1992); tan sélo con-
sigue, alo sumo, una «comprension instrumental», vali-
daparareproducir rutinasmanipulativas, peroinsuficiente
pararesolver problemas de aplicacién si no vaacompa-
fiada de un conocimiento conceptual (Whitey Mitchel-
more, 1996). El movimiento de reforma del célculo
iniciado en EEUU coincide en sefiaar el enfoque algo-
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ritmico como el causante de la situacién critica que
atraviesalaensefianzadel célculo en ese pais, y propone
un enfoque conceptual —preocupado por conseguir una
verdadera comprension de lo que se hace y por qué se
hace— provocando con ello un interesante debate (Ferri-
ni-Mundy y Gaudard, 1992; Jhonson, 1995; Kleinfeld,
1996; Knisley, 1997; Ostebee y Zorn, 1997; Swann,
1997; Tucker, 1997). Con este enfoque se han realizado
distintos trabajos sobre los conceptos de derivada e
integral o conceptos previoscomo el delimite o funcién
(Azcarate, 1990; Bartle, 1996; Calvo, 1998; Confrey y
Smith, 1994; Ferrini-Mundy y Geuther, 1991; Lépez,
1991; Orton, 1983a, 1983b; Schneider, 1992; Thomp-
son, 1994; Turégano, 1998).

Por nuestra parte, compartimos la necesidad de llevar a
cabo un cambio deenfoque en el uso del célculo diferen-
cia en las clases de fisica, basado en una verdadera
comprensién de lo que se hace y por qué se hace. A
diferencia de la mayoria de los trabajos citados, no
obstante, nuestra preocupacion no se encuentra en €l
dominio puramente matematico sino en su aplicaciénen
el contexto fisico. Por estarazon, nuestro estudio se ha
centrado en el concepto de diferencial, que es habitual-
mente relegado en la ensefianza de las mateméticas,
mientras que, por el contrario, es muy utilizado en los
razonamientos y matematizacién de situaciones fisicas
desde los ultimos afios del bachillerato, ya sea en los
desarrollos tedricos o0 en la resolucion de problemas,
donde, desde |os razonamientos iniciales, aparecen ex-
presiones como: de=v-dt, dp=F-dt, dW=F-dx, dv=E-dr,
dF=B:I-senB-dl, dN=-A-N.dt, etc.

Parapoder comprender las causas de las deficienciasen
la ensefianza y aprendizaje habituales y elaborar pro-
puestas que puedan superarl as, es necesario, previamen-
te, clarificar conceptual mente el significado de todo lo
gue se hace cuando se usa el calculo diferencial en las
aplicacionesfisicas. Hemoshbuscado realizar —dentro de
un nivel que consideramos Util para los profesores de
fisicade COU y primer curso universitario— esta clari-
ficacion de una forma problematizada: resaltando el
problemaque hace necesario recurrir a célculo diferen-
cia enlafisica, laestrategiageneral que se utiliza para
resolverlo y el significado de los distintos conceptos y
relaciones dentro de dicha estrategia. Paraello, hemos
realizado un estudio historicodelaevoluciéndel célculo
diferencial, en particular del concepto de diferencial,
buscando | os obstacul os que tuvieron que ser superados,
las preguntas que necesitaron respuesta y los cambios
que permitieron el avance hastallegar alas concepcio-
nes actuales (Martinez Torregrosa et al., 1994). Lo que
hemos aprendido de este estudio histérico y epistemol 6-
gico nos ha permitido identificar con precision en qué
consiste una adecuada comprension de ladiferencial en
lafisica, analizar einterpretar €l origen de las deficien-
cias de la situacion actual y planificar la ensefianza
(Martinez Torregrosay L 6pez-Gay, 1992, 1993, 19973,
1997b; Gras Marti et al., 2001; Lopez-Gay et al.,
2001a, 2001b). En este articulo nos centramos en pre-
sentar la clarificacion del concepto de diferencial y
algunas de las ideas/obstaculo que hubo que superar
hastallegar alaconcepcion actual, concluyendo con una
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seriedecriteriosqueserianindicadoresde unacompren-
sién adecuada de la diferencial.

CONCEPCIONES HISTORICAS SOBRE LA
DIFERENCIAL

Lainvencion del calculo diferencial supuso un proceso
de unificacién de problemas, con independencia del
campo especifico al que perteneciesen, en dos grandes
bloques: aquéllos que se resolvian mediante el método
de derivacién y los que se resolvian mediante el mé-
todo deintegracién. Ambos métodos basaban su estrate-
giaen el uso adecuado de las cantidades infinitamente
pequefias, 1o que hizo que el nuevo célculo fuese califi-
cado de infinitesimal. Pero no solo tenian en comun la
estrategia: Newtony L eibniz son considerados|os crea-
dores del calculo diferencial por haber reconocido el
carécter inverso delosdostipos de problemas, reducien-
do derivacion eintegracién aoperacionesinversas (Ale-
ksandrov et al., 1956, p. 95; Gonzéal ez Urbaneja, 1992, p.
68; Kline, 1972, p. 470).

El enorme éxito obtenido por el calculo enlossiglosxvi
y xviil para resolver un gran ndmero de problemas no
estuvo acompafiado —contrariamente a la imagen de
exactitud y rigor desde el principio que transmiten los
textos de mateméticas— por una comprension a prueba
de dudas de lo que se hacia, lo que provocé una actitud
mecanica que fue dejando al descubierto importantes
deficienciasy contradicciones. En referencia a esa épo-
ca, Eves (1981) afirma que «atraidos por la potente
aplicabilidad del asunto, careciendo de una verdadera
comprension de los fundamentos sobre los que debe
apoyarse, los matematicos manipulaban los procesos
analiticos de una manera casi ciega, a menudo guiados
por unaingenuaintuicion de que lo que hacian debia ser
valido» (p. 134).

Muchas de esas deficiencias afectaban directamente al
significado y estatus de la diferencial. Desde el naci-
miento del calculo hasta el siglo xx, el concepto de
diferencial se debatié entre su identificacion con las
cantidades infinitamente pequefias y su reduccién auna
expresion subordinada, carente de significado propio.
Siguiendo la categorizacién usada por Alibert y otros
(1987), hemosidentificado dos concepciones historicas
representativas de esta evolucién: la diferencial de
Leibnizy ladiferencial de Cauchy. En este apartado se
describiran brevementelascaracteristicasdeambascon-
cepciones, guiados por nuestro objetivo de entender
mejor el uso habitual deladiferencial enlaensefianzade
lafisica

Ladiferencial de Leibniz

L ascantidadesinfinitamente pequefias («cantidadesdivisi-
bles evanescentes» segin Newton, «cantidades inci-
pientes “aln no formadas”» segun L eibniz) constituyen
la pieza fundamental para la creacion del célculo, pero

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2002, 20 (2)

también su punto mas débil y el blanco de todas las
criticas. Consideradas al principio de forma estética
como cantidades fijas de valor més pequefio que cual-
quier nUmero conocido pero nunca nulas, la concepcion
final adquirié un caracter dindmico: cantidades que
podian hacerse tan pequefias como se quisiera.

Leibnizy susseguidores (hermanosBernouilli, marqués
de L'Hopital, Euler...), cuya notacién y lenguaje se
impusieron en el calculo diferencial, Ilamaban diferen-
cial de unamagnitud (dy) alavariacioninfinitesimal de
esamagnitud (y) (su«momento», en palabrasdeNewton).
Si dy hubiese podido tomar un valor macroscépico, no
habria coincidido con Ay, pero, como sélo se le adjudi-
caban valores infinitamente pequefios, en ese rango se
identificaba con Ay sin cometer error alguno. Asi, la
diferencial de la posicién (de), aunque en términos
macroscopi cos no correspondiaaningin desplazamien-
to, podiaidentificarsecon el desplazamiento ocurrido en
un intervalo de tiempo infinitamente pequefio (dt).

Ladiferencial ocupabaun lugar central en laestructura
del calculo y se utilizaba para sustituir el incremento
para calcular la derivada (definida como el cociente de
incrementos muy pequefios) y laintegral (definidacomo
una suma de infinitos incrementos muy pequefios). Los
siguientes ejemplosilustran el uso original de Newtony
Leibniz de esas cantidades en sus calculos y razona-
mientos, que ellos planteaban siempre en clave geomé-
trical:

—Paracalcular laderivadade lafuncion y = x?, conside-
raban que unavariacion infinitesimal dx produciriauna
variacion también infinitesimal dy: y+dy = (x+dx)? =
x2+2x-dx+dx?; por tanto: dy= 2x-dx+dx2. Después divi-
dian ambos miembros por dx: dy/dx=2x+dx, y sélo en
este momento despreciaban los sumandosinfinitesima-
les, obteniendo: dy/dx = 2x.

— Parademostrar larelacion inversaentre laderivacion
y el cllculo de &reas A(x) bajo curvasy(x), consideraban
gue unavariacion infinitesimal dx produciriaunavaria-
cién infinitesimal dA, la cual podia aproximarse por €l
rectangulo dealturay(x) y base dx, resultando: dA=y-dx;
dividiendo ambos miembros por dx, obtenian larelacion
bésica: dA/dx =y.

Para ellos, por gemplo, de seria un desplazamiento
infinitesimal producido en el intervalo infinitesimal de
tiempo dt (que, aunque no eralAe, podiasustituirloenese
intervalo tan pequefo) y la rapidez instantanea, el co-
ciente entre estas cantidades infinitesimales.

Como puede apreciarse, €l uso de los infinitesimales
presentabaciertasventgjas: seescribiacomoigualdadlo
gue solo podia considerarse como aproximacion si se
utilizaban «incrementos finitos» —lo que resulta «dolo-
roso» para un matemético actual, como sefiala Freuden-
thal (1973)—. Ademas, |os términos que contenian estas
cantidades podian despreciarse justo en el momento del
razonamiento que se considerase oportuno, |o que resu-
me el marqués de L'Hopital mediante la ecuacion:
y+dy=y. Pero, junto a estas ventgjas, €l uso de los
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infinitesimal es generaba grandes dudas y fuertes criti-
cas, que podemos resumir en |las siguientes cuestiones:

— ¢Cbmo puede justificarse la supresion de algunos
términos? Decir simplemente que las cantidades supri-
midaseran cerosinexplicar por qué, a principio, noeran
nulasy al final si pareciaviolar el principio deidentidad
segun el cual no existe estatuto intermedio entre la
igualdad y la diferencia (aunque ésta sea muy pequefia)
paradosentes mateméticos. George Berkeley eratajante
al concluir: «[...] no pueden obtenerse proposiciones
verdaderasde principiosfal sos» (citado por Rossi, 1997,
p. 204).

— Otras veces se decia que no eran cero, pero si despre-
ciablesfrenteacantidadesincomparablementemasgrandes,
€en cuyo caso, ¢como puede obtenerse un resultado exac-
to despreciando términos que no son cero?

— ¢Coémo puede explicarse que la suma de infinitesima-
les, de cantidades despreciables, conduzcaa un resulta-
do finito?, se preguntaba el fisico y gedmetra holandés
Nieuwentijdt (Kline, 1972, p. 509).

—¢Conquécriterio se pasadeescribir unaexpresion sélo
aproximada en términos de incrementos a otraexactaen
términos de diferenciales? ¢Puede realizarse este paso
para cualquier expresiéon? En el ejemplo citado mas
arriba, se aproxima el area de la curva por la de un
rectangul o (AA=y-dx) einmediatamente se escribe como
igualdad entérminosdediferencial es (dA=y-dx); perono
se trata de una deduccién sino de una definicion. No
obstante, cuando se aplicaestadefinicién parael calculo
del dreadelasuperficiedeun cuerpo geométrico concre-
to, aparecen distintas alternativas entre las que hay que
escoger. Por ejemplo, cuando se desea hallar |a expre-
sién funcional exacta de la superficie de una esfera,
puede estimarse AA mediante sumasde superficiescilin-
dricasinfinitesimales o de superficiestroncoconicas, lo
gue hace que no seaevidente cuél elegir como expresion
para la diferencial (Artigue y Viennot, 1987), y se
obtienen resultados distintos. ¢Cémo determinar la
expresion diferencial? Menos evidente resulta en la
mayoria de los problemas fisicos, en los que son
posibles muchas expresiones de partida que relacio-
nan incrementos muy pequefios de forma aproxima-
da. «La idea intuitiva de que la suma de infinitos
“trocitos” infinitamente pequefios daralugar al trozo
grande deseado sin importar la“forma” de los troci-
tos fallaba en muchas ocasiones», conduciendo a
resultados absurdos como |os citados por Schneider
(1991).

Newton y Leibniz fueron incapaces de responder con
claridad a estas criticas y objeciones debido, en gran
parte, alafaltade unadefinicion precisadel concepto de
limite. En los Ultimos trabajos de Newton existe un
intento de abandonar el uso de losinfinitesimales. «]...]
En mateméticas no se deben despreciar ni 10s errores
mas diminutos», decia (citado por Kline, 1972, p. 480).
Pero, todo eraunintentoformal paraevitar contradiccio-
nes, yaque, como criticabaBerkeley, «al final espreciso
volver a la idea de los incrementos evanescentes»
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(Edwards, 1937, p. 294). Por su parte, Leibniz reconoce
en alguna ocasion que €l «no cree en magnitudes verda-
deramente infinitas o verdaderamente infinitesimal es»
(Kline, 1972, p. 511); no obstante, defiende su uso por
unacuesti 6on meramente practica, considerando lossim-
bolos empleados «ficciones Gtiles paraabreviar y hablar
universalmente» (Edwards, 1937, p. 264). En su réplica
alas criticas del fisico Nieuwentijdt, el propio Leibniz
afirma «Se pueden utilizar estos entes Ultimos—esto es,
cantidadesinfinitas e infinitamente pequefias— como un
instru-mento, en la misma forma en que los algebristas
utilizaban las raices imaginarias con gran provecho»
(Kline, 1972, p. 509).

Este breve relato histérico muestra que el concepto de
diferencial, identificado con un incremento infinitesi-
mal, favorecio la construccion del calculo y supuso un
gran avance en la solucion de problemas fisicos. Sin
embargo, ese mismo relato muestra también que esa
definicion de diferencial esinsuficiente, no sdlo por la
faltadeargumentosparaexplicar comoy por quéfuncio-
nael célculo, sino porque en muchas ocasiones conduce
aresultados erréneos. En particular, lacreenciaerronea
de quetodaexpresién aproximadadel incremento puede
considerarse exacta en intervalos infinitamente peque-
flos —es decir, cuando se transforma en una expresion
diferencial— les impedia comprender por qué en unas
ocasiones fallaba el algoritmo y en otras no, lo que
generd inseguridad entre mateméticos y fisicos de la
época. El éxito obtenido por la aplicacion del calculo
pararesolver unagran cantidad de problemas, junto ala
falta de comprension y justificacion de lo que se hacia,
leimprimio un caréacter de estrategia mecénicay repeti-
tiva, mas preocupada por el seguimiento fiel de algorit-
mos que por el significado, que —segun las referencias
citadas— todavia hoy perdura.

L os resultados presentados en otros trabajos (Artigue,
1986; Martinez Torregrosa y Lopez-Gay, 1992, 1993,
1997a; LOpez-Gay et a., 20014a) indican que esta con-
cepcion historicay laactitud mecanicaalaque conduce
es dominante en la ensefianza habitual de la fisica. El
siguiente fragmento de una entrevista realizada con un
estudiante brillante de COU ilustra el uso de esta con-
cepcion:

Juan: «Cada vez que usamos diferenciales, mi profesor dice:
“para estudiar esta curva vamos tomando rectas tan pequefias
como queramos...” [...] No lo tengo claro... La verdad, yo sé
hacer integrales, pero no me he quedado muy bien con lo que
son las diferencial es que aparecen; 10 veo escrito pero no sélo
gue son... y paraqué voy apreguntar si me van adecir: “Estos
son los trocitos chiquititos...” ».

Aunque ladiferencial de Leibniz, con susdificultadesy
contradicciones, supuso un enorme avance paralacom-
prension y el estudio de lafisica, el mantenimiento de
esta misma concepcion (la diferencial de una funcién
como cantidad infinitesimal que se aproxima al incre-
mento infinitesimal delafuncion, pudiendo sustituirlo),
en la ensefianza, tres siglos después, unavez que sabe-
mMOs que es unaconcepcién errénea, no parece ser lo mas
adecuado para promover lacomprension, laconfianzay
la autonomia en los estudiantes.
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Ladiferencial de Cauchy

Consciente delasimprecisionesy las ambigledades del
uso del infinito e infinitesimales, Lagrange convoco en
1784, enlaAcademiade Berlin, un concurso parareem-
plazar tales nociones sin perder simplicidad en losrazo-
namientos. Ante la falta de respuestas satisfactorias,
publicé su propia solucién: unateoria de las funciones
analiticas que liberaba el célculo diferencial de los
infinitamente pequefios y colocaba la nocion de deriva-
da en un lugar preeminente?. Pero, como ya les habia
ocurrido a otros antes, no se trataba méas que de un
desarrollo tedrico, pues en el momento de | as aplicacio-
nes fisicas, como se refleja en su mecanica analitica,
Lagrange recuperaba el uso de la diferencia y de los
infinitamente pequefios (Laugwitz, 1997a).

Lajustificaciénrigurosadel calculolleg6 delamanodel
matemético francés Cauchy, en la primera mitad del
siglo xix, quien, a partir de un mejor conocimiento del
concepto de limitey del conjunto delosnimerosreales,
formul é una definicién precisa de las cantidades infini-
tesimales, de la derivada y la integral. En cuanto a la
diferencial, dej6 de identificarse con un incremento
infinitesimal, se vacio de todo significado fisico y pas6
aocupar un lugar marginal en laestructuradel calculo.

Cauchy define la cantidad infinitamente pequefia como
una variable cuyo valor numérico decrece indefinida-
mente de manera que converge hacia el limite cero
(Cauchy, 1821, pp. 26-27), lo que resulta ya suficiente
para superar algunas de las objeciones que se habian
formulado en los siglos anteriores. En concreto:

— Los infinitesimales no son cantidades muy pequefias,
sino variables (x) o funciones (f(x)) que cumplen una
propiedad: sulimite, cuando xtiende acero, escero. Esta
propiedad no impone restriccion alguna a valor numé-
rico que puede tomar esa variable o funcién; por ejem-
plo: el incremento de cualquier funcion continua se
gjusta a esta definicion de infinitésimo, respecto a Ax,
y dicho incremento puede tomar cualquier valor
numeérico.

— Laaplicacién del concepto de limite a una expresion
produce un nuevo objeto matematico. Por ejemplo, enla
funciony = x2 se puede calcular el cociente incremental:
Ay/AX=2x+AX, cuyo val or nuncasera2x, por muy peque-
flo que sea AX. Sin embargo, en e momento en que se
calcula el limite de esa expresion cuando Ax tiende a
cero, el nuevo objeto obtenido (que no es ningln cocien-
tedeincrementos, puesel limitede unasucesiénnotiene
por qué pertenecer a dicha sucesion) esigual a2x. Por
tanto, cuando en una expresion aparecen cantidades
infinitesimal es, dichas cantidades no son cero, pero si lo
son sus limites, justificando asi no el que se desprecien
sino que, en ese momento, se lesiguale, a cero, exacta-
mente a cero.

Convieneinsistir en que estasideas descansan sobre una
adecuada comprensién del concepto delimite, lo cual no
fue inmediato en tiempos de Cauchy ni se produce en la
ensefianzaactual delafisicay las matematicas (Cottrill,
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1996; Lauten et al., 1994; Sanchez y Contreras, 1998;
Schneider, 1992; Williams, 1991). El propio Cauchy
dudaba sobre el significado de los infinitesimales: se
refirid aveces a «valor» infinitamente pequefio de esas
cantidades e incluso las acab6 considerando como nu-
meros muy pequefios, susceptiblesde manipul arse como
entes independientes®. Esta confusion pudo llevar a
Cauchy a prescindir de losinfinitesimal es en sus clases
de andlisis, decision que le supuso enfrentarse con €l
fisico Petit y el propio Consegjo de Instruccion de la
Escuela Politécnica, pues no entendian como podian
omitirselosinfinitesimalesen lasclasestetricasdadasu
utilidad para resolver problemas précticos (Laugwitz,
1997b).

Ladefinicién delimite proporcionabatambién unadefi-
nicién precisade laderivaday laintegral, y un procedi-
miento no ambiguo para calcularlas. La derivada se
defini6 como «el limite de un cociente deincrementos»;
laintegral, que habia sido reducida en la practica a la
operacion inversadeladerivacion después del enuncia-
do del teorema fundamental, recuperé con Cauchy el
importante papel que habia jugado durante la primera
mitad del siglo xvii y se definid como «el limite de una
serie de sumas». Para el cdlculo de ambas, se partia de
unarel acion entreincrementos, aunque fuese aproxima-
da, y después se calculaba el limite de un cociente o de
una suma.

De esta forma, la diferencial no era ya necesaria para
definir y calcular derivadas eintegrales. Ademas, como
el incremento de cual quier funcién continuaobedeceala
definicion formal de infinitesimal, no tiene sentido uti-
lizar el término diferencial parareferirse al incremento
(infinitesimal) de una funcién®. Si a esto se afiade la
sospecha acumulada a lo largo de los afios sobre la
diferencial y los infinitesimales de servir de base a
tratamientos matematicos poco rigurosos, el terreno
resultaba claramente abonado para que la diferencial
quedaserelegadaaun papel marginal en el nuevo marco
tedrico del célculo.

Cauchy definié ladiferencial como unaexpresion cons-
truidaa partir deladerivada: df = f'(x)-dx, siendo dx un
incremento arbitrario (grande o pequefio) de lavariable
y pasé aconvertirseasi en unsimpleinstrumentoformal,
necesario parajustificar y abreviar ciertas demostracio-
nes. Se desprendio, entonces, a la diferencial de la
ambigliedad delosinfinitamente pequefios, pero al mis-
mo tiempo quedd desprovista de cualquier significado
fisicoointuitivo propio: simplementeerael producto de
laderivadapor el incremento delavariableindependien-
te. Como afirma Freudenthal (1973, p. 550): «Diferen-
ciales inutiles pueden ser despedidas de inmediato. Si
dy, dx aparecen solo en la combinacién dy/dx o bajo €l
signo integral después del integrando, la pregunta sobre
qué significan individualmente dx, dy es equivalente a
preguntarse qué significan lasletras|, o, g, en log» .

Esta concepcion subordinada de diferencial, aunque
satisface las exigencias de rigor matemético, no resulta
satisfactoriaen el contexto delasaplicacionesfisicas, en
las que las expresiones diferenciales —que carecian de
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significadofisico propio paral os seguidoresde Cauchy—
siguieron constituyendo el punto de partida intuitivo
pararesolver lamayor parte delos problemas (como una
aproximacion del incremento, que coincide con él cuan-
doesinfinitesimal). Losmatematicosresolvianlasecua-
ciones diferencial es que planteaban los fisicos sin ocu-
parsedel significado delasmismas: simplementedividian
por dx y las convertian en ecuaciones en derivadas; a
partir de ahi sélo laderivaday laintegral tenian impor-
tancia. Losfisicos, que seguian pensando en la diferen-
cial de una manera intuitiva, muy cercana ala concep-
cion de Leibniz, no podian aunar sentido fisicoy rigor.
Por otrolado, si losmateméti cosvaciaban designificado
ladiferencial, tampoco resolvian algunas delas cuestio-
nes planteadas: ¢Con qué criterio se decide cudl es la
expresién diferencial correspondientealasituacion fisi-
caqueseestaestudiando?; por gemplo, (qué argumento
seutilizaparadecidir cudl eslaexpresiondiferencial que
representael proceso de absorcion deunaondaplanapor
un medio?

Pero no es solo la ausencia de significado fisico de las
expresiones diferenciales el Unico inconveniente del
nuevo analisis que nace con Cauchy, sino las dificulta-
des que provoca el lenguaj e puramente matemético ale-
jado delarealidad fisica. Asi, apesar de disponer deuna
definicion precisade laderivaday laintegral, es dificil
reconocer larelacion inversaentre ellas, algo que pare-
ciaintuitivo en laconcepcion de Leibniz. Mas evidente
aln esladificultad parainterpretar el significado fisico
delosconceptosy expresionesen lasque aparecen; sirva
de gemplo el didogo que encabeza un articulo del
American Mathematical Monthly (citado por Cuenca,
1986):

Alumno: «El coche tiene una velocidad de 50 millas por hora,
¢qué quiere decir esto?»

66 _
Profesor: «[...] (Segtn Cauchy, Jm<—=50
2 1

quiere decir que...) dado € > 0, existeun & tal quesi
(t,-t)< 3, entonces: "8 5o »

2" 1

Esta respuesta tiene lugar cuando se renuncia a dar
significado al concepto de diferencial, reduciendo el
concepto de rapidez instantanea (o, en general, el de
derivada) a su definicién operativa como el cdlculo de
un limite.

Como puede apreciarse, el rigor adquirido por el cdlculo
en el siglo xix, la «descolonizacion» y «vuelta a la
culturaaborigen» (Aghadiuno, 1992), trgjo consigotambién
un divorcio entre fisicay matemaéticas. Ese divorcio se
refleja aln hoy en la distinta perspectiva sobre la dife-
rencial: en matematicas es un instrumento formal que
ocupaun papel marginal®; en fisicaesuninstrumento de
aproximacion, una cantidad muy pequefia, que ocupaun
lugar central (Artigue, 1986; Artiguey Viennot, 1987).

Resulta evidente que la aportacién de Cauchy no es
suficiente para superar la sensacién de inseguridad y la
actitud mecanica cuando se usa el calculo en las aplica-
cionesfisicas, eincluso lo agravaal vaciar de significa-
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do un concepto tan importante para tales aplicaciones
como es el de diferencial. Es necesario, pues, llevar a
cabo una clarificacion que consiga reconciliar, por un
lado, la estrecha vinculacion con las situaciones fisicas
delasexpresionesdiferencialesde Leibnizy Newton, y
por otroel rigory laprecisién desu significado, saliendo
al paso de la situacién descrita por Freudenthal (1973,
p. 553): «Es unasituacién imposible que el matemaético
ensefie unas mateméticas que no pueden ser aplicadasy
el fisico aplique unas mateméticas que no pueden ser
ensefiadas por el matemético.»

Este papel reconciliador lo ha jugado |a concepcién de
diferencial introducida, en 1911, por el matematico
francés Fréchet (Artigue, 1989, p. 34), para superar
algunas deficiencias de ladefinicion de Cauchy cuando
se trataba de extender el andlisisafuncionesdevariase
incluso infinitas variables (Alibert et al., 1987). Esta
nuevadefinicion (invencion) de diferencial recuperaun
significado propio y preciso de gran interés fisico y
geométrico (como veremos) sin pérdida de rigor. No
obstante, puesto que se produjo en un contexto muy
alejado al queseriautil paraprofesoresdebachilleratoy
de primeros cursos universitarios, noshemos basado en
ellapararealizar unaclarificacion deladiferencia y de
susrelaciones con laderivaday laintegral deunaforma
problematizada (coherente con |a natural eza de hip6te-
sis de los conceptos y con la intencién de justificar
cuando, para qué y de qué manera se utiliza el calculo
diferencial en lafisica) y aun nivel gque —segn hemos
probado en cursos de formacién en activo en los que han
participado més de cien profesores de COU— haresulta-
do provechoso para favorecer la transparencia concep-
tual sobre estas cuestiones (paso necesario, aunque
no suficiente, para poder planificar su ensefianza
adecuadamente).

SIGNIFICADO Y UTILIDAD DE LA DIFE-
RENCIAL EN LA FISICA (BASADO EN LA
DEFINICION DE FRECHET)

Como hemos sefialado, no seguiremos el esquema habi-
tual de los manuales de célculo (definicion, teorema,
corolario...) para presentar la concepcién de diferencial
introducida hace menos de un siglo. Comenzaremos
caracterizando las situaciones fisicas cuya solucion re-
quiere el uso del cdlculo diferencial, presentaremos una
posible estrategia general para abordarlas y la pondre-
mos en précticaresaltando como el desarrollo con éxito
de dicha estrategia solo es posible cuando | os conceptos
introducidos cumplen unas relaciones determinadas que
delimitan con precision sus significados.

¢Cudl esel problemaquehacenecesarialainvencion
de la diferencial? ¢Qué estrategia se utiliza para
resolverlo?

El problemageneral que subyaceentodasituacionfisica

querequiereel usodel calculodiferencial esencontrar la
expresién en forma de funcién que relaciona dos magni-
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tudes fisicas: x ey, obteniendo asi la funcidn incégnita
y(x). Si se conoce una condicion inicial y(x)=y,, €l
problemaesequivalenteaaveriguar el Ay produ0| do por
un cambio de variable desde x, hastax,+Ax (Fig. 1). Por
egjemplo, ¢cudl esla variacion de rapldez de un movil
(Av) producida en un cierto intervalo de tiempo (At)?
¢Cudl eslavariacion deintensidad (Al) que experimenta
una onda plana al atravesar un medio de espesor Ax?
¢CUdl eslavariacién de energia potencial de un muelle
(AE) cuando se estiraunadistanciaAx? ¢Cuénto variala
presion atmosférica (AP) al ascender una altura Ah?

Figural
¢Cudl es el valor de Ay correspondiente a AX?

Y A

L

hy?

1

yl ............ E‘——Ax.__>*
—>
X; X, + AX X

El punto de partida mas sencillo es suponer que la
gréficaesunarecta, es decir, quelarelacion queligaAy
con Ax es lineal: Ay=k-Ax Cuando el conocimientoy el
andlisis fisico de la situacion, incluyendo la contrasta-
cion experimental, confirman esa dependencia, el pro-
blema esta resuelto en su aspecto matemético, y solo
faltaobtener el valor del parametrok. Pero, enlamayoria
delassituaciones, el andlisisfisico muestraprecisamen-
te que el comportamiento real no es de tipo lineal, es
decir, que el coeficiente k no es constante en el intervalo
AX, sino que varia con x: k(x). ¢Qué valor de k debe
tomarse en estos casos? ¢Cémo avanzar en el objetivo de
hallar y=f(x), descartando el ensayo y error? Por gjem-
plo: si laaceleracién tangencial varia con el tiempo, la
fuerza depende del estiramiento o la densidad del aire
variaconlaaltura, (como hallar el Avenunintervalo At,
lavariacion delaenergiapotencial elasticaal estirar Ax
o0 el cambio de presion, AP, que se produciraal variar la
altura Ah?

Laestrategia paraal canzar nuestro objetivo en situacio-
nes no lineal es esté basada en o que Dieudonné (1960,
p. 145) considera la idea fundamental del calculo: la
aproximacion de funciones cualesguiera por medio de
funcioneslineal es. En el siguiente cuadro seresumenlos
principal es pasos de esa estrategia.

ENSENANZA DE LAS CIENCIAS, 2002, 20 (2)

Cuadro |
Posible estrategia para hallar la relacién funcional —una vez que
sabemos que no es lineal— entre Ay y Ax, a partir de funciones
lineales.

1) Realizar unaestimacion del valor de Ay apartir dex,, y paraun
incremento Ax, suponiendo que la funcion tiene un comporta—
mientolineal apartir dex, y entodoel intervalo Ax (jque puede ser
tan grande como se qwera) Representaremos esta estimacion
lineal por dy = k-Ax (donde k es constante desde x, hasta x,+AXx).

2) El error cometido al realizar esta estimacion (Ay—dy=Ay—k-Ax)
dependeradel valor de Ax (en general, paraun valor dado dek, €l
error seramenor cuanto menor seaAx) y del valor dek (que puede
ser cualquiera, esdecir, esposiblecual quier pendientedelarecta).
Podemos, pues, mejorar la aproximacién a Ay dividiendo el
intervalo Ax en N subintervalos, de valor: Axi=x..1—X;, calculando
una estimacion lineal del Ay; correspondiente (dyi=ki-Ax) (ki se
mantiene constante entre x; y xi+Ax;), y sumando | as estimaciones
lineales parciales para obtener una estimacion total: Ay=3 dyi. Si
el error cometido en cadasubinterval o esg; =Ayi—dyi=Ayi—k(x) -AX;,
tendremos:

Ay = _gl Ay = _gl (dy +s|) = _gldyi +(error total)
= %k()ﬁ) [Ax, + (error total)

La calidad de esa aproximacion aumenta disminuyendo el valor
decadaAx,, esdecir,aumentandoel valor deN. Parapoder realizar
laestimacién paracualquier N, hemos de disponer de un valor de
k para cada x, pasando asi de un conjunto discreto de k a una
funcion: k(x). Lacalidad de la aproximacion dependera del valor
de Ny delak(x) elegida.

3) Cambiando el valor de N se obtiene una serie de estimaciones
totales del Ay, y una serie de errores totales. El limite de la serie
de estimaciones, cuando N — o, sera exactamente Ay si, y solo si,
el limite de la serie de errores totales, cuando N - 0, es cero. Es
decir:

I|m Z dy = I|m k(x)EAx Ny

,oo =10

s,ysolos. I|m—N§m§ =0

Esto no ocurrird necesariamente para cualquier funcion k(x),

aunqueAx, -0 (este erael error quellevabaaresultados absurdos
en la concepcmn de Leibniz). Pero, si podemos encontrar la
funcion k(x) que hace que eso ocurra, el problemaquedararesuel-
to: habremos obtenido la funcién incognita y=f(x) a partir del
limite de una suma de estimaciones lineal es de pendiente k().

Vamos a poner en practica con detalle esta estrategia
para ver si existe una solucién general al problema de
encontrar larelacién entre Ay e Ax 0, Si se conoce una
condicién inicial, la funcién incognita.

1) Aungue sabemos que Ay no es lineal respecto a Ax,
podemosrealizar unaestimacion de su val or suponiendo
que la funcion tiene un comportamiento lineal (es una
recta), esdecir, su pendiente es constante en el intervalo
(jgue no esinfinitesimal!) Ax: dy=k-Ax. Asi pues, esta-
mos segurosde que dy no coincide con Ay: representalo
que variarialafuncién desconocidaen un Ax, apartir de
, Si lo hicieralinealmente con una pendi entek (Fig. 2).
aradar simetriaaesaexpresion, sueleescribirsedy=k-dx,
pues dx=Ax (la funcion y=x es lineal, con k=1). No
obstante, existen infinitos valores posi bles parala pen-
dientek, esdecir, infinitasestimacioneslineal es(Fig. 3).
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Figura2
dy es una estimacién del Ay, lineal respecto al Ax.

y A
y
5 —>
1 X+ _X

¢Cualquieradeellasesvalidao sélo hay unaque permita
resolver el problema (hallar el valor exacto de Ay)?

2) Engeneral, cuanto menor seael Ax, el error cometido
mediante la estimacion diferencial es menor, pues la
suposicion k se mantiene constante se acerca més al
comportamiento real. Por ello, unamejorade laestima-
cion consiste en dividir el intervalo Ax en N subinterva-
los, calcular la estimacion dy, correspondiente a cada
subintervalo y después sumar. Como esa particién del
intervalo completo puede ser cualquiera, no solo nos
interesa conocer el valor deladiferencia apartir dex, y
paratodo el intervalo, sino apartir de cualquier xy para
todo Ax. Ladiferencial es, por tanto, unafuncion de dos
variables (x, dx) cuya expresion tendra la forma dy =
k(x)-dx.

Figura4d

Representacion gréfica, enel sistema de coordenadas y-x, del
intento de mejora de la estimacion del Ay mediante el calculo de dy
consecutivas. k(x) esla pendiente del segmento mas grueso (dy/AX,).
La suma de todos los segmentos vertical es es una estimacion del Ay

N
- <

YA
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Figura3

Para un valor dado x, existen infinitas funciones lineales que
permiten estimar el valor de Ay para un Ax.

Y A

Y1

x

La mejora de la estimacion que se ha realizado se
expresa:

Kt (Fig. 4y 5).

Esa suma de estimaciones lineales no esigua a Ay: se
comete un error total que es la suma de los errores
parciales. Llamando ¢, a cada error parcial® cometido
(Ay-dy),y error total, alasumadeesoserroresparma—
les, entonces:

Ay = £| (dy+¢€) :%l dyi+ (error total) ec. (1)

Figura5

Representacion, en el sistema de coordenadas k-x, del intento de
mejora de la estimacién del Ay mediante el célculo de dy consecuti-
vas. dy=K(x)-Ax esel areadel rectangulo rayado. Lasumadel area

de todos los rectéangul os es una estimacion del Ay.

K Ax,
1 i
L
k(XI) dmm e ———————— I E E
—_—
— 0
X1 X >X
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Cadaerror parcial € depende del valor de Ax (determi-
nado por el nimero N de subinterval 0s) y del correspon-
diente k (determinado por lafuncion k(x) elegida). Por
tanto, el error total depende de Ny k(x).

Paraunafuncion k(x) determinada, dando distintosvalo-
resaN se obtiene unaseriede estimaciones globalesy su
correspondiente serie de errorestotales. Ninguno delos
términosdeestadltimaserieseranulo, puese. essiempre
distinto de cero por muy grande que sea N, ya que €l
comportamiento seguird siendo no lineal por muy pe-
queno que sea el intervalo Ax. Tampoco tiene que ser
necesariamente cero el limite de esa serie cuando N
tiende ainfinito, aunque —ahorasi— existe la posibilidad
de que asi ocurra’, dependiendo de qué comportamiento
sea dominante: el del nUmero de sumandos (N), que se
hace cada vez mayor, o €l de cada sumando (¢, que se
hace cada vez menor.

Aclarada esta posibilidad, el limite de la serie de sumas

N
de estimaciones: [Im 2 dy (que recibe el nombre dein-

XX ,
tegral y serepresentapor J X, dy ) serdexactamenteAy

si, y solo si, el limite de la serie correspondiente de
errores totales es cero. Como el limite de esa serie
depende de lafuncidn k(x) elegida, el problemaquedara
resuelto si sabemos encontrar la funcion k(x), que hace
gue el limite de la serie de errores totales sea cero.

3) Sea cual sealaestimacion lineal de partida, siempre
se cumplira que el limite de cada error parcial (Ay.-dy,)
sera cero. Sin embargo, la condicién que buscamos es
mas exigente: que seacero el limitedel error total. Ello
nos permitird seleccionar una de entre todas las estima-
ciones lineales posibles. Lo que garantiza que el limite
del error total sea cero es que el limite de N veces
cualquiera de los errores parciales sea cero. Es decir:

[ dy = Bysi,ysdlosi: limN LAy - dy) =0 [
: e

Como N y dx son inversamente proporcionales (si los
subinterval os son iguales: N=Ax/dx), entonces:
X+ . . Ay -d
I & dy= Ay si,ysolos: lim y-
1

=0 0Ox
dx-0 OX

El limite de unarestaeslarestadelos|imites, y ademas
el cociente dy/dx es constante para cada X, pues debe
recordarse que dy esunaestimacion lineal respecto adx.
Por tanto:

ﬂ )- d =0 Ox
dx

Xy = Ay s, ysolos: lim
le y y oSy dx,o(dx

Como dx es e_I tamar_”10 del subintervalo, €l cambio de
variable, el Gnico limite que aparece en esaexpresion es
la definicion de derivada:

X

X+ d
| lAXdysz s,ysdlosi:y = % Ox
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Conclusién: Para que unaestimacion lineal: Ay=k(x)-dx
sea la diferencial, debe cumplir que su pendiente k(x)
coincidacon lafuncién derivada: y’' (x), o que permitira
llegar a resultado exacto aplicando la estrategia del
calculo.

En la busqueda de solucién a problema, ha quedado
establecida con claridad la relacion inversa entre inte-
gracion y derivacion, lo que constituye el teorema fun-
damental. Para resolver una integral del tipo [K(x)-dx,
basta identificar el integrando con una diferencial:
k(x)-dx=dy:

x= d
jx:: k(x) -dx:jgdyz s,y slo Aysi:y’zd—yz k(x) Ox
X

cQuéesladiferencial?

Como vemos, es dentro de esta estrategia global del
calculo donde la diferencial, la derivada y la integral
definida, asi como las relaciones entre ellos, adquieren
un significado claro y justificado. A modo de resumen,
podemos formular ahora una definicion precisa de dife-
rencial de una magnitud (y) respecto de otra (x): es la
Unica funcion lineal del incremento (dy=k(x)-dx), la
Unica estimacion lineal del Ay, que permite obtener la
relacion exactaentre Ay y Ax via integral, y paraello su
pesndiente, k(x), debe coincidir con lafuncién derivada:

Yy e

Algunas preguntas bésicas relacionadas con el uso del
célculo diferencial en la fisica (¢Tienen realmente un
significado fisico las expresiones diferenciales? ¢Es la
diferencial unacantidad infinitesimal ? ;Esladiferencial
unaaproximacion? ¢Esladerivadaun verdadero cocien-
te de diferenciales que pueden, por tanto, despejarse?
¢Cudl es el papel del simbolo diferencial que aparece
dentro delasintegrales? ¢Por qué las integrales (defini-
das) secalculan mediantereglasinversasalasdederiva-
cion?...) adquieren unarespuesta sencilla después de la
definicion de diferencial que se ha presentado. Por
gjemplo, de a partir de un instante t y para un intervalo
dt representalo que variarialaposicion en eseinterval o
si lo hiciera uniformemente, es decir, con rapidez cons-
tante®. Al estudiar la dependencia de la presion atmos-
féricacon laaltura, si escribimosunaexpresion paradP,
paraunaalturah, y unintervaloAh (o dh) significaloque
variariaP, desde h hastah+Ah, si lo hicieralinealmente
respecto aAh, esdecir, con unarapidez de cambio conla
altura constante a lo largo de todo €l intervalo. dP, por
tanto, puede tomar cualquier valor, dependiendo dehy
de dh.

El significado gréfico de la integral, en el sistema de
coordenadas k-x, también queda aclarado (Fig. 6). El
areabgjo lacurvano eslasumade &reas de rectangul os,
sino un objeto nuevo: el limite de la serie de sumas de
rectangul os.

Al poner de manifiesto la debilidad de considerar la

diferencial como una aproximacion infinitesimal del
incremento, no renunciamos, como era el caso de
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Figura 6

El valor del &reade lafigurarayada, en el sistema de coordenadas
k-x, seray(b) —y(a), si y solo si k(x) = y'(x).

k) A

>

Cauchy, a dar significado fisico a las expresiones dife-
renciales, reduciéndolas a una simple cuestién de len-
guaje, a un instrumento formal. Por el contrario, la
clarificacion que hemos realizado, segun una légica
problematizada, nos hallevado amantener laideaintui-
tiva de aproximacion, definiendo la diferencial como
unaestimacionlineal del incremento, peroeliminandola
condicion superflua deinfinitesimal. S6lo se aflade una
condicion: que la pendiente de la estimacion coincida
con la derivada, precisamente para garantizar que se
trata de la Unica estimacion que hace que el error total
acumulado sea cero cuando se calculalaintegral.

Naturaleza hipotética de la diferencial en fisica

Aungue hemos visto que, si conocemos lafuncion dife-
rencial, podemos hallar el Ay buscado, via integral, la
situacién habitual en fisicaes que se desconoce tanto la
funciony=f(x) comosufuncionderivaday’ =g(x). Enese
caso, es necesario avanzar a titulo de hipotesis, apoya-
dosenel andlisisy el conocimientofisicodelasituacion,
unaestimacion lineal del Ay respecto al Ax, suponer que
eslaestimacion diferencial y obtener el resultado global
al que conduce (lafuncidn incgnita) que si es contras-
table (experimentalmente o por su coherencia con el
cuerpo de conocimientos en que seinsertael problema).
Asi, por ejemplo, si queremos hallar como varia la
intensidad, |, deunaondaplanaal atravesar un medio, es
decir, 1(x), siendo xladistanciaatravesadapor laondaen
el interior del medio, desconocemos| (X) y, por supuesto,
también su derivada. Podemos, no obstante, formular
hipotesis razonabl es sobre los factores que influiran en
el Al producido al atravesar una distancia Ax, y concre-
tarlas en una estimacion lineal del Al. En este caso, por
gjemplo, cabe esperar que Al dependa de la naturaleza
del medio atravesado, de Ax y del valor de laintensidad
(amayor intensidad, mayor absorcién por el medio, en
un mismo Ax), pero no podemos escribir Al=-a:l-Ax,
pues sabemos que | varia con x (es decir, que Al no es

Al s cte

lineal respecto a AX: Ay ). Pero una estimacion
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lineal del Al, al pasar de x a x+Ax , podria ser di=-
a-1(x)-dx, que representalo que valdriaAl, a partir de x
y en un dx (que es exactamente |o mismo que AX y no
tiene por qué ser pequefio) si lavariacion de | se produ-
jera uniformemente, siempre al mismo ritmo, desde el
comienzo del intervalo. También serian igual mente po-
sibles expresiones como dl=-a-12(x)-dx, dI=-a-1¥?(x)-dx
o di=-a-dx/x.

La expresion elegida conducird, via integral, a una ex-
presionfuncional de Al o—si se conoce unacondiciénde
contorno— de I=f(x), que puede ser sometida a contras-
tacién, lo que permite aceptarlaonoy, en consecuencia,
aceptar o no la expresion diferencial seleccionada. La-
mentablemente, en |os libros de texto no aparecen estas
consideraciones sobre la naturaleza hipotética de la
diferencial, transmitiendo una falsa e incomprensible
sensacion de seguridad a priori. No es infrecuente,
incluso, encontrar expresiones del tipo «se comprueba
experimentalmente que dl = ...»

No obstante, si que existen situaciones en que esposible
asegurar desde el principio laexpresion diferencial ade-
cuada. Esto ocurre cuando, por la definicion de lamag-
nitud, conocemos con certeza la relacién entre Ay e Ax
cuando la situacion fisica es tal que ésta es lineal
(Ay=k-Ax) pero queremos encontrar dicha relacién en
una situacion en que k varia con x. Tendremos que
recurrir alaestrategia general del célculo, pero, en este
caso, lamejor estimacién lineal de Ay, la diferencial,
sera obviamente: dy=k(x)-dx. Por ¢ emplo, sabemos que
lavariacion de energiatotal de un sistemafisico que se
produce debido al trabajo exterior realizado por una
fuerza constante cuyo punto de aplicacién se desplaza
unadistanciaAx, esAE=F-Ax, pero si lafuerzavariacon
la distancia, de la forma F(x), ya no conocemos la
funcion que relaciona la variacion de energia con el
desplazamiento. Parahallar AE seranecesario recurrir a
laestrategiageneral del cllculo, y laestimaciondiferen-
cial serd dE=F(x)-dx.

INDICADORESDE UNA COMPRENSIONADE-
CUADA DE LA DIFERENCIAL EN EL ULTI-
MO CURSODE BACHILLERATOY PRIMER
CURSO DE ESCUELASY FACULTADES

El objetivo de esta clarificacién, no lo olvidemos, era
proporcionar una guia (basada en la transparencia con-
ceptual que aportan los conocimientos actuales del cél-
culo y en lo aprendido de la historia de su evolucion)
para analizar y comprender |a situacion actual del uso
del célculodiferencial enlafisicay buscar propuestasde
mejora. En concreto, 10 hecho hasta aqui permite avan-
zar de un modo fundado cual es serian losindicadores de
una comprension adecuada del concepto de diferencial
en el campo de lafisicaen los niveles citadosy valorar
en qué medida, en libros de texto, profesoresy alumnos
que han superado dichos cursos estan o no presentes y
dénde pueden existir deficiencias.
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1) Saber cuando y por qué se hace necesario su Uso, es
decir, conocer cudl es el problemaque haceinsuficiente
el cllculo ordinario; en concreto, saber que es necesario
recurrir a la diferencial cuando queremos hallar el Ay
producido en un Ax, y larelacion entre Ay e Ax no es

lineal (% 0N

2)Conocer la estrategia que utiliza el calculo para
resolver ese problema y comprender el sentido de los
distintos pasos que se recorren; en concreto:

— Saber explicar con precision y sentido fisico el signi-
ficado de las expresiones diferenciales, reconocer sin
ambigiiedad que la diferencial puede tomar valores nu-
meéricos e interpretar el significado de los mismos.

— Conocer y justificar la relacién que existe entre la
diferencial (dy) y laderivada(y’): y' = :_y ,y aceptar sin
X

ambigtiedad |os razonamientos en |los que se utiliza esa
relacion.

— Conocer el significado delaintegral y saber justificar
el denominado teoremafundamental, esdecir, por quéla
integral definidarequiere el célculo de antiderivadas o
funciones primitivas.

NOTAS

1 El andlisis del siglo xvii tenia como objeto de estudio las
curvas geométricas, y fue Euler, en el siglo xviii, el encargado
de separar andlisis y geometria, dando una definicién precisa
defunciény convirtiendo este concepto en el objeto de estudio
del andlisis.

2 Es significativo su cambio de notacién para referirse a la
derivada, sustituyendo laexpresion df/dx por estaotra: f'. Este
mismo cambio se produce al pasar de laasignaturade fisicaa
la de matematicas.

Laugwitz (1997b) consideraaCauchy el precursor del conjunto
de los nimeros hiperreales, definidos por Robinson ciento
cuarentaafiosméstardeenel desarrollodel andlisisno estéandar
(NSA).

4 Tampoco tiene sentido definir la diferencial como el limite
del incremento, como hace textualmente algun libro de fisica

general escribiendo: ds= limAs - Es evidente que, entonces, la
diferencial seria siempre cero.

5 Este divorcio se manifiestaincluso en trabajos expresamente
dirigidos alamejoradelaensefianzadel célculo. En concreto,
en uno de ellos (Orton, 1983b), realizado claramente desde la
perspectivamateméti ca, se advierte quelos simbolosdx, dy no
tienen significado por si solos, y que sblo significan algo
cuando estan juntos en la forma dy/dx, o cuando se usa dx en
la integracion.

® El signo de cadag, puede ser distinto, segun que la estimacion
realizada difiera por exceso o por defecto en cada subintervalo.
Enlo que sigue, se consideraque los g, son todos positivos para
evitar trabajar con valores absolutos y facilitar la lectura del
texto.
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— Utilizar con sentido esa estrategia en situaciones y
problemasenlosquesedomineel contenidofisicodelos
mismos.

3) Ser consciente de la naturaleza hipotética, tentativa,
en casi todas las situaciones fisicas, de la expresion
diferencial de partida, y saber que la validez de esa
hipotesis no puede ser contrastada directamente sino a
través del resultado al que conduce.

4)Valorar positivamente el papel de ladiferencial en el
aprendizaje de la fisica. Este componente axiol 6gico
deberia ser una consecuencia natural cuando se com-
prende el papel crucial que juega la diferencial en el
tratamiento de situaciones fisicas de interés.

L os resultados obtenidos al analizar librosdetextoy la
presentaci 0n didécticahabitual querealizan losprofeso-
res, que seran presentadosen otro lugar, confirmandeun
modo rotundo la presencia generalizada de deficiencias
en losindicadores mencionados. Al mismo tiempo, dis-
ponemos de resultados prometedores —aungue es un
trabajo todavia en curso— sobre lamejorageneral delos
mismos con laincorporacion delanuevaorientacionala
ensefianzadesde el primer momento en que se planteala
necesidad de utilizar el calculo diferencial (L épez-Gay
et al., 2001b).

"Afindesalir a paso de algunas dificultades paraaceptar esta
posibilidad, conviene advertir de ciertos errores relacionados
con €l concepto delimite; en concreto, no setratadeun proceso
sin fin sino de que el Iimite es un valor concreto, que ademas
no tiene por qué coincidir con ninguno de los términos de la
serie 0 de la sucesion, sino que constituye un objeto mental
nuevo (Cottrill, 1996; Lautenet al., 1994; Sdnchezy Contreras,
1998; Schneider, 1992; Williams, 1991).

8 Esta condicion equivale a exigir que la diferencial (dy) no
difieradel incremento (Ay) masqueenuninfinitamente pequefio
con relacién a Ax. Por tanto, lo que debe ser infinitamente
peguefio, respecto a Ax, no es ni Ay ni dy, sino su diferencia
(Ay-dy). Para salir a paso de incorrectas interpretaciones,
conviene advertir que esa condicién no significa que (Ay-dy)
sea siempre un nimero muy pequefio, y mucho menos que Ay
o dy lo sean. El significado correcto de la expresion: «(Ay-dy)
es infinitamente pequefio con relacion a Ax» es que (Ay-dy)
tiende acero masrépidamente queAx, esdecir, queel limitede
(Ay-dy)/Ax es cero cuando Ax tiende a cero.

9 Con esta concepcién del significado de de, se puede superar
el pensar en larapidez instantdnea como unarapidez mediaen
un intervalo de tiempo infinitesimal, como era el caso de
Leibniz. Larapidez enuninstantedeun movil eslarapidez que
tendria el movil a partir de dicho instante si se moviera

uniformemente. Larapidez instantanea sera, pues,v= % . Otra

cuestion es como se halla operativamente el valor de dicho
cociente.
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